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Soit k un entier rationnel, et soit A la courbe elliptique d’iquation projective 
Y*Z = X’ + kZ’. Le quotient de A par son sowgroupe engendrt par le point (0, 
k”‘, 1) est la courbe A’ d’tquation projective Y’Z = A” - 27kZ’. Nous calculons le 
groupe de Selmer sur Q de la projection de A sur A’ qui est une isogtnie de degrC 3. 
Nous utilisons ce calcul pour retrouver et amtliorer des rksultats classiques sur les 
courbes du type Y’Z= X’ + kZ3, courbes qui ont tti I’objet de nombreux 
travaux. ’ 1986 Academic Press. Inc 
Soit k un entier rationnel, et soit A la courbe elliptique d’ equation pro- 
jective Y’X= X3 + kZ3. Le quotient de A par son sous-groupe engendre 
par le point d’ordre 3 de coordonnees (0, k”‘, 1) est la courbe A’ d’e- 
quation projective Y’Z= X3 - 27kZ3; la projection de A sur A’ est done 
une isogenie de degre 3. Les deux premiers paragraphes de ce travail sont 
consacres au calcul du groupe de Selmer sur Q de cette isogtnie. Bien que 
toujours possible en thtorie, le calcul d’un groupe de Selmer est, en general, 
trop complique pour etre explicitement mene a terme et exploit& Dans le 
cas qui nous interesse, nous montrons (thtoreme 1.14) que ce calcul se 
ramene a la l’explicitation des corps cubiques dont la cloture galoisienne 
contient Q(k’!‘), et qui vtrilient certaines conditions locales. Lorsque 3 ne 
divise pas le nombre classes de Q(k”‘), l’explicitation de ces corps cubiques 
est relativement aiste, et permet effectivement le calcul du groupe de Selmer 
qui nous inttresse. L’explicitation de ces corps cubiques devient d’autant 
plus difficile que le 3-rang du groupe des classes de Q(k’j2) est grand; on 
doit done remarquer ici que le theorbme 1.14 ne permet pas le calcul, en 
toute generalitt et en un temps raisonnable, du groupe de Selmer que nous 
ttudions. Dans les deux derniers paragraphes, nous traitons deux cas par- 
ticuliers dans lesquels le thboreme 1.14 permet d’amtliorer des resultats 
classiques. Le premier de ces cas est celui de la courbe X3 + Y3 = OZ3, 
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c’est-a-dire de la courbe Y22= X3 -2433D2Z3. Nous montrons que le 
calcul du groupe de Selmer se ram&e alors a la resolution dun systeme 
lineaire a coefficients dans le corps a 3 elements (thtoreme 2.6). Parmi les 
nombreux travaux dont cette courbe a Cte l’objet, celui de Cassels [2] est 
proche du ncitre (Cassels calcule le groupe de Selmer de l’isogenie qui nous 
interesse sur Q(( -3)‘12); le rapport entre les deux points de vue est illustre 
sur l’exemple numerique D = 5610 trait& explicitement dans l’appendice B 
de [2], et choisi en raison des difficult& qu’il pose a Selmer dans son 
travail [9]. Nous utilisons aussi le theorbme 2.6 pour generaliser des 
rtsultats classiques, dtk essentiellement a Pepin, Selmer et Sylvester, con- 
cernant les courbes X3 + Y3 = DZ3 qui n’ont pas de points rationnels d’or- 
dre infmi. Dans le dernier paragraphe, nous generalisons des resultats de 
Mordell concernant les courbes Y22 = X3 + kZ’ saris point rationnel d’or- 
dre intini. Enfin nous signalons, saris le developper, que ce travail joint aux 
resultats de [73 permet d’interpreter certains aspects des conjectures de 
Birch et Swinnerton-Dyer en termes purement arithmetiques. Cela amene a 
formuler des conjectures concernant l’existence d’entiers d’indice donne 
dans certains corps cubiques, et permet de prouver l’existence de points 
d’ordre infini. 
Le plan de ce travail est le suivant: 
0. La courbe Y*Z= X3 + mZ3 
1. Groupes de Selmer et corps cubiques 
2. Le cas de Selmer 
3. Generalisation d’un theorbme de Mordell. 
0. LA COURBE Y2z = x3 + ??tZ3 
On designe par Q le corps des rationnels, par Q, le corps des nombres p- 
adiques. On fixe dans tout ce paragraphe un entier relatif m et on suppose 
que m est sans puissance 6ieme; on note E la courbe elliptique dequation 
projective Y2Z = X3 + mZ3. 
Les deux premiers lemmes de ce paragraphe, se deduisent directement de 
Elll. 
LEMME 0.1. Pour tout nombre premier p, I’t!quation Y2Z = X2 + mZ3 est, 
sur Cl,,, une dquation minimale au sens de Weierstraj. 
LEMME 0.2. Les nombres premiers impairs en lesquels E a mauvaise 
reduction sont 3 et les diviseurs de m. En 2, la courbe E a mauvaise reduction 
sauf si 24 divise m et m/2” = 1 mod 4. 
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Pour tout nombre premier p, on note E(CP,,) le groupe des points de E 
dont les coordonnees sont dans Q, (le point a l’infini Ctant choisi comme 
origine) et, pour tout entier i 2 0, on note Ei( Qp,) le iieme elements de la 
filtration classique de E(Q,) dtfinie dans [ 111, par exemple; ainsi E,(Q,) 
est le sous-groupe de E(KI,) forme des points qui se rtduisent en un point 
non singulier. 
LEMME 0.3. Soit p un nombre premier d$f&rent de 3, en lequel E a 
mauvaise Gduction; les deux assertions suivantes sont dquivalentes: 
(i) Le cardinal du quotient E(Q,)/E,(Q,) est divisible par 3; 
(ii) E(Q,) contient un point dordre 3 qui n’est pas dans Eo(Q,). 
Ddmonstration. (ii)*(i) est Claire. Supposons (i), i.e., supposons qu’il 
existe P E E(Q,) tel que P $ E&Q,) et 3P E E,(Q,). La reduction de E &ant 
additive, le quotient E,(Q,)/E,(Q,) est cyclique d’ordre p, done p(3P) E 
El(Q,), i.e., 3(pP) E E,(Q,). Mais, p Ctant different de 3, la multiplication 
par 3 est un isomorphisme sur E,(Q,), done il existe Q E ,!?,(a,) tel que 
3Q = 3pP. Ainsi Q - pP est un point de E(Q,) dont l’ordre divise 3. Nous 
concluons en montrant que ce point n’est pas dans E,(Qp): supposons le 
contraire, alors APE E,(Qpa,) et, comme 3P E E,(QP,), on en deduit 
P E &,(Q,) ce qui est la contradiction cherchee. 
LEMME 0.4. Soit p un nombre premier diffPrent de 3, en lequel E a 
mauvaise kduction; on a: 
(1) Si Q,(m”2)=Q,, 1 e quotient E(Qe,)/Eo(Q,) est cyclique d’ordre 3 
et engendrk par la classe du point (0, m1j2, 1). 
(2) Si Q,(m 1’2)#Qp, l’ordre du quotient E(Q,)/&(O,) est premier 
ci 3. 
DPmonstration. Notons Q, la cloture algebrique de &p,. Les 8 points 
d’ordre 3 de E(&P,) sont (0, +m ‘12, 1) et les (( -4m)‘13, f (-3m)“‘, 1) 
pour les 3 choix possibles de la racine cubique de -4m. Designons par 
pnCp) la plus grande puissance de p qui divise m. Si p # 2, on a (lemme 0.2) 
n(p) = 1,2, 3,4 ou 5, done ( - 4m)‘13 et ( - 3m)‘12 ne peuvent pas appar- 
tenir ensemble a (TJp. Ainsi, (0, fm ‘I2 1) sont les deux seuls points d’ordre , 
3 susceptibles d’&tre rationnels sur Q,, et ils le sont si et seulement si 
Q,(m ‘12) = Q,. De m&me, si ( - 4m)‘j3 et ( - 3m)“‘sont tous les deux dans 
a,, alors n(2) = 4 et -3m/24 = 1 mod 4, i.e., n(2) =4 et m/24 = 1 mod 4, 
done (Lemme 0.2) E a bonne reduction en 2. En consequence, sous les 
hypotheses de notre lemme, (0, +m , ‘I2 1) sont les seuls points d’ordre 3 
susceptibles d’&re rationnels sur Q,, et ils le sont si et seulement si 
Q2(m ‘12) = UIJ2. Ceci joint au lemme precedent prouve (2). Pour prouver 
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(1 ), remarquons que les points d’ordre 3 ne peuvent pas appartenir B 
&,(Q,): en effet le quotient E,(Q,)/E,(Q,) est cyclique d’ordre p; ainsi, si 
PE E,(Q,) est tel que 3P = 0, on a APE El(Q,) et APE E,(Q,), done 
P E E,(Q,,). Mais la multiplication par 3 est un isomorphisme sur E,( a,), 
done 3P=O implique P = 0 ce qui contredit le fait que P est d’ordre 3. 
L’assertion (1) rksulte alors du lemme prkkdent et du fait g&n&al ([ll], 
par exemple) affirmant que l’ordre du quotient E(a,)/&(Qe,) est plus petit 
ou Cgal g 4. 
LEMME 0.5. Le quotient E(Q3)/E,(Qe3) est cyclique d’ordre 3 duns les cas 
suivants: 
(1) Si 9 divise m et m/9= 1 mod 3; 
(2) Si 27 diuise m et m/27 = 2,4 mod 9; 
(3) Si 81 divise m et m/81 = 1 mod 3. 
Duns tous fes autres cas, l’ordre du quotient E(Q,)/E,(Q,) est premier ci 3. 
Demonstration. Ce lemme rbulte du calcul de la fibre spkciale de E en 
3; on effectue ce calcul en suivant la mkthode d&rite dans [ 111. 
1. GROUPE DE SELMER ET CORPS CUBIQUES 
Dans tout ce paragraphe, on dksigne par k un entier rationnel non nul et 
sans puissance 6ikme et on pose k’= -27k si 27 ne divise pas k, et k’= 
-k/27 si 27 divise k. On note A (resp. A’) la courbe elliptique d’kquation 
projective Y*Z= X3 + kZ3 (resp. Y2Z = X3 -t k’Z3). Pour tout corps A4 
contenant le corps Q des rationnels, on note A(M) (resp. A’(M)) le groupe 
des points de A (resp. A’) d&is sur A4 (le point g l’infini (0, 1,0) ktant 
choisi comme origine). Soit 0 la clature algtbrique de Q; le sous-groupe 
d’ordre 3 de A(Q) form& des trois points ((0, 1, 0), (0, kl’*, l), 
(0 -k’/*, l)} est globalement invariant par le groupe de Galois Gal(Q/Q), 
ddnc le quotient de A par ce sous-groupe est une courbe elliptique d&nie 
sur a et isogkne A A sur Q. On vtrifie facilement ([ 121, par example) que 
ce quotient est isomorphe A A’; il existe done une isogtnie de A vers A’ 
d&inie sur Q dont le noyau est ((0, 1, 0), (0, k”*, l), (0, -kl/*, 1)). Une 
telle isogtnie est dkfinie A composition par f id prbs; nous en choisissons 
une en posant la dktinition suivante: 
DEFINITION 1.1. On note 1 l’isogknie de A vers A’ dont le noyau est 
((0, l,O), (0, k1’2, l), (0, -k”‘, I)}, et qui est donnke par les formules 
suivantes: 
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1(x, y, z) = (x4 + 4kxz3, y(x3 - 8kz3), x3z) si 2ljk 
A(x, y, z) = (3 -*(x4 + 4kxz3), 3 p3y(x3 - 8kz3), x3_,) si 271k. 
Pour tout sur corps M de Q, l’isogenie i induit un homomorphisme de 
groupes de A(M) vers A’(M) que, par abus, nous notons encore 1; son 
noyau sera note A,(M). Si I@ est la cloture algebrique de M, la suite exacte 
de Gal(m/M) modules 
0 -+ A,(M) + A(M) AA’(M) + 0 
donne naissance a la suite exacte de “descente”: 
‘*’ 0 + A’(M)//I(A(M)) - H’(M, A,(B)) -+ H’(M, A(&?)) 
dans laquelle H’(M, *) dbigne le premier groupe de cohomologie du 
Gal(li;ilM) module *. Si M= Qp, on note 6, le morphisme “bord” ~5,~. 
L’isogenie 1 &ant de degre impair, la place a I’infmi de Q n’intervient pas 
dans la definition du groupe de Selmer de A, de sorte que l’on a: 
LEMME 1.2. Le groupe de Selmer S de l’isogenie ;1 est le sowgroupe de 
f-f’@, A,(a))f ormt des elements dent les restrictions dans H1(QP,, A,(oP,)) 
sent, pour chaque nombre premier p, dans l’image de 6,. 
Rappelons ([7]) que H’(M, A,(n)) s’identifie a un groupe 
d’homomorphismes: en effet H’(M, A j~(ii;i)) s’insere dans la suite exacte de 
Hochshild-Serre: 
0 + H’(M(k”*)/M, A,(M(k’:“)) aH’(M, A,(H)) res, 
dans laquelle H”(M(k”*)/M, *) disigne le iieme groupe de cohomologie du 
Gal(M(k”*)/M) module *. Le degre de M(k’12)/M est premier au cardinal 
de AJM(k”‘)), done le premier et le dernier terme de cette suite exacte 
sont nuls, et done H’(M, A,(,@)) s’identifie par “res” a 
H1(M(k112), AI(~))Ga’(M(k”2)‘M. D’autre part, Gal(ii;ilM(k”‘)) agit 
trivialement sur A,(R), done H’(M(k”*), A,(H)) s’identifie au groupe des 
homomorphismes de Gal(m/M(k1j2)) vers A,(M). On veritie ainsi sans ma1 
([7, $21) le resultat suivant: 
LEMME 1.3. Pour tout corps M contenant Q, le groupe H’(M, A,(D)) 
s’identtyie au sow-groupe de Hom(Gal(A&/M(k”*)), Z/3E) forme des 
homomorphismes verifant la condition suivante: 
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St’ cp # 0, le corps fixi par le noyau de cp est une extension cyclique de 
M(k’/‘) qui, si M(k”*) # M, est galoisienne non abtlienne sur M. 
Dans la suite, nous notons H(1, M) ce sous-groupe. 
En explicitant le bord 6, de la suite exacte de descente, on verilie le 
resultat suivant: 
LEMME 1.4. Soit M un corps contenant 6$ et P un point de A’(M); si Q 
est un point de A(M) tel que n(Q) = P, alors le corps fixe par le noyau de 
l’homomorphisme o,(P) est le corps M(k112, Q) obtenu en ajoutant a 
M(k”*) les coordonnees de Q. 
Le lemme 1.2 se reformule done de la man&e suivante: 
LEMME 1.5. Le groupe de Selmer S de l’isogenie ,I s’identtfie au sous 
groupe de H(J, CI) forme des homomorphismes dont la restriction au sous- 
groupe Gal(CI,,/Q,(k’/2)) de Gal(Q/Q) est, pour tout nombre premier p, 
dans l’image de 6,. 
Nous allons manintenant etudier l’image de 6, en separant plusieurs cas. 
PROPOSITION 1.6. Si p est un nombre premier en lequel A a bonne reduc- 
tion, l’image de 6, dans H(I, Q,) est formee des homomorphismes dont le 
noyau fixe une extension non ramtfiee de Q,(k’/*). 
Demonstration. On remarque tout d’abord que p # 3 (Lemme 0.2), 
done le degre de J. est premier a p. Ainsi, si Q;.r dtsigne l’extension 
maximale non ramifiee de Q,, l’isogenie 1 induit une surjection de A(CI;9,“.‘) 
sur A’(CI;.r). Mais, A ayant bonne reduction en p, on a 
H’(CI;‘/CIPp, A(CI;.‘))=O, done l’image de A’(CI,)/n(A(9,)) par 6, est le 
sous-groupe H1(C$;.r/C!!p, AA(Q;.T)) de H1(oP,/Q,, Ai(~ On conclut 
alors en remarquant que A,(Q,“.‘) = A,(2,) (Lemme 0.2) et done que, 
darts l’identitication de H’(Q,/CIa,, Ai.( ave H(& CI,,), le groupc 
H’(QS,“~‘/Q,, A,(Q,“.‘)) correspond au groupe des homomorphismes cp dont 
le noyau fixe une extension non ramifiee de Q,(k”‘). 
PROPOSITION 1.7. Soit p un nombre premier diffPrent de 3, et en lequel A 
a mauvaise reduction; alors l’image de 6, est triviale si UJp((k’)‘i2 # Q,, et 
elle est formke des homomorphismes de H(& Q,) dont le noyau fixe le corps 
CIJk”*, (4k)“‘) si Q,((k’)‘/*” Q,(on rappelle que k’ = -21k ou -k/27 
suivant que 27jk ou 27 1 k). 
Demonstration. ;1 induit un isomorphisme de A ,(a,) sur Ai puis- 
que p # 3. L’indice de Ai dans Ab(Q,) Ctant p # 3, J. induit une surjec- 
tion de A,(Q,) sur Ab(a,). Si Q,( (k’)“*) # QP, alors (Lemme 0.4) l’indice 
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de &(Q,) dans A’(Q,) est premier a 3, done 1 induit une surjection A(Q,) 
sur A’(Q),,), et done l’image de 6, est triviale. Si Q,((k’)“‘) = Q, alors 
(Lemme 0.4) le quotient A’(Q,)/Ab(Q,,) est engendre par le point 
(0, (k’)‘j2, 1); ainsi notre assertion resulte du lemme 1.4 joint au fait (que 
l’on vtrilie facilement a l’aide des formules de la definition 1.1) que 
A(( -4k)1’3, ( -k)1’2, 1) = (0, (k’)“2, 1). 
Le calcul de l’image de d3 est un peu plus technique et necessite les lem- 
mes suivants: 
LEMME 1.8. (a) Si 27 ne divise pus k et si k f 1 mod 3, alors 
4hdQ3)) = 4dQ3). 
(b) Si 27 divise k, ou si k- 1 mod 3, alors A(A,(Q,)) =A;(Q,). 
DCmonstration. Designons par ord, la valuation de Q3 normalisee par 
ordj(QPg) = Z. Par hypothese, les entiers k et k’ sont sans puissance 6ieme, 
done (Lemme 0.1) A et A’ sont des modeles minimaux de Weierstrab sur 
Q3; ainsi un point de A(Q3) (resp. A’(Q3)) de coordonntes projectives 
(x, y, 1) appartient a Ai (resp. Ai( pour un i> 1 si et seulement si 
ord,(x)< -2i. Traitons tout d’abord le cas oti 27 ne divise pas k. Soit 
P = (x, y, 1) un point de A(Q,) qui n’est pas dans le noyau de 1; on a x # 0 
et les coordonnes de I(P) sont (x + 4k/x2, y( I- 8k/x3), 1) (definition 1.1). 
Si ord,(x) < 0, alors ord,(x) = ord,(x + 4k/x*), done, pour tout i> 1, 
l’image par ;1. dun point de Ai qui n’est pas dans Ai+,(Q3) est un 
point de A :(Q,) qui n’est pas dans A: + , (Q,). En consequence 1 induit un 
isomorphisme de AI sur A’,(Q,). Les quotients A,(Q,)/A,(Q,) et 
A;( Q,)/A’,(Q,) sont cycliques d’ordre 3, done l’application de 
4Q3M(Q3) vers &(Q,)/A’,(Q,) induite par k est, soit un 
isomorphisme, soit l’application nulle. On est dans le premier cas si et 
seulement si 1 induit un isomorphisme de A,(Q3) sur A&(Q,), et alors 
I(A,(Q,))=Ab(Q,); on est dans le deuxieme cas si et seulement si la 
restriction de 1 a AO(Q3) nest pas injective, et alors I(II,(CP,))=A~(Q,). 
On est done dans le premier cas si le point de coordonntes (0, k”‘, 1) n’ap- 
partient pas a A,(Q-,), et dans le deuxieme cas, si il appartient a A,(QP3). Le 
point de coordonnees (0, k , ) l/2 1 appartient a A0(Q3) si et settlement si 
k = 1 mod 3, ce qui prouve notre lemme lorsque 27 ne divise pas k. 
Le cas od 27 divise k se traite de man&e analogue, aussi n’en donnons 
nous que les grandes lignes. En utilisant les formules de la definition 1.1, on 
vtrifie que, pour tout i > 1, l’image par ,I d’un point de Ai qui n’est pas 
dans FI,+~(Q,) est dans ,4:+I(Q3) mais pas dans Ai+,( et que l’image 
de A,(Q,) est incluse dans Ai( Ainsi L induit un isomorphisme de 
Ar(CI!,) sur Ai et un homomorphisme de A, (Q,)/A,(Q,) vers 
A;(Q,)/A ;( Q,). On conclut alors comme dans le case precedent en remar- 
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quant que le point de coordonntes (0, k ‘I*, 1) n’appartient jamais a A,(Q, 
lorsque 27 divise k. 
LEMME 1.9. On note 3n(3’ la plus grande puissance de 3 qui divise k. 
Alors: 
(1) Le quotient A’(Q3)/;1(A(Q3)) est trivial si n(3) =0 et k- 2,s 
mod 9, si n(3)= 1 et k/3 = 1 mod 3, si n(3)=2, et si n(3)= 3 et 
k/27 = 2,4 mod 9. 
(2) Le quotient A’(Q,)/A(A(Q,)) t es isomorphe a Z/32 et est engendre 
par n’importe quel point de A&(Q,) qui nest pas dans A’,(Q,) si n(3) = 0 et 
k E 1,4 mod 9, sin(3) = 3 et k/27 = 1, 5, 7, 8 mod 9, sin(3) = 4, et sin(3) = 5 
et k/243 = 1 mod 3. 
(3) Le quotient A’ (Q3)/1(A(Q,)) est isomorphe a Z/32 et est engen- 
drP par n’importe quel point de A’(Q,) gut’ nest pas dans Ab(Q,) si n(3) = 0 
et k E 5 mod 9, et si n(3) = 1 et k/3 = 2 mod 3. 
(4) Le quotient A’(Q,)/A(A(Q,)) t es zsomorphe a (Z/3Z)2 duns tous 
les autres cas, c’est-a-dire si n(3)=0 et k- 7 mod 9, et si n(3) = 5 et 
k/243 = 2 mod 3. 
Demonstration. Nous dtsignons par 3 “‘(3) la plus grande puissance de 3 
qui divise k’. 
(1) Ce cas correspond a n’(3) = 3 et k’/27 E 1,7 mod 9, ou n’(3) = 4 et 
k’/81 = 2 mod 3, ou n’(3) = 5, ou entin n’(3) = 0 et k’ = 5,7 mod 9. Ainsi 
(Lemme 0.5) l’ordre du quotient A’(Q3)/Ab(Q3) est premier a 3, et done 
A’(Q,)/J(A(Q,)) est engendre par les classes des elements de Ab(Q,). Si 27 
ne divise pas k, notre assertion resulte alors du lemme 1.8. Si 27 divise k, on 
a k/27 E 2,4 mod 9. Si k/27 = 2 mod 9 (resp. k/27 = 4 mod 9), A( Q,) con- 
tient les deux points dont la coordonnees x vaut 3 (resp. -3); a l’aide des 
formules de la definition 1.1 on veritie que l’image de ces points par i 
appartient a A;( Q,) mais pas a A;( Q,); en utilisant le lemme 1.8, on en 
deduit que n(A(Q,)) contient Ab(Q,) et cela acheve la demonstration de ce 
(1). 
(2) Ce cas correspond a n’(3) = 3 et k’/27 = 5, 8 mod 9, ou n’(3) = 0 
et k’-1,2,4,8mod9, ou n’(3)=1, ou enfm n/(3)=2 et k’/9=2mod3. 
Ainsi (Lemme 0.5) l’ordre du quotient A’(Q,)/Ab(Q,) est premier a 3, done 
le quotient A’(Q,)/A(A(Q,)) est engendrt par les classes des elements de 
Ab(Q,). Supposons maintenant que k/81 f 1 mod 3 si n(3) = 4, de sorte 
que (Lemme0.5) l’ordre du quotient A(03)/A,(Q3) est premier a 3. Le 
quotient A’(Q,)/I(A(Q,)) s’identifie alors a Ab(Q3)/1(A,(Q3)) et notre 
assertion resulte du lemme 1.8. Enfin, si n(3) = 4 et k/81 - 1 mod 3, le 
quotient A(Q,)/I(A(Q,)) est cyclique d’ordre 3 (Lemme 0.5); mais les 
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61Cments non triviaux de ce quotient sont les classes des deux points de 
coordonnkes (0, f k”‘, 1 ) qui sont les points non triviaux du noyau de 2, 
done n(A(0!,)) = l(A,(Q,)) et on conclut encore & l’aide du lemme 1.8. 
(3) Ce cas correspond g n’(3) = 3 et k’/27 E 4 mod 9, ou n’(3) = 4 et 
k’j81 = 1 mod 3. Ainsi (Lemme 0.5) le quotient A’(QS,)/Ab(Q,) est cyclique 
d’ordre 3. L’ordre du quotient A(a,)/A,(Qe,) est premier g 3 (Lemme 0,5), 
done A’(a,)jn(~I(fJ~))= ,~‘(CTJ,)/~(A,(Q,)) et on conclut g l’aide du 
lemme 1.8. 
(4) Ce cas correspond g n’(3) = 3 et k’/27 z 2 mod 9, ou n’(3) = 2 et 
k’/9 E 1 mod 3. Ainsi (Lemme 0.5) le quotient A’(Qa,)/Ab(a,) est cyclique 
d’ordre 3. L’ordre du quotient A(Q,)/A,(Q,) est premier g 3 (Lemme OS), 
done A’(&P3)/~(A(Q~))=A’(Q~)/~(Ao(~~)) et on conclut g l’aide du 
lemme 1.8. 
On peut maintenant prouver la proposition suivante caractbrisant 
I’image de 6, : 
PROPOSITION 1.10. Soit Im(6,) l’image de 6, darts H(A, Q,); 3n’3) etant 
toujours la plus grande puissance de 3 qui divise k, on a: 
(1) Si n(3)=0 et k=2,8mod9, si n(3)=1 et k/3=1mod3, si 
n(3) = 2, et si n(3) = 3 et k/27 = 2,4 mod 9, alors Im(6,) = 0. 
(2) St’ n(3) =O et k = 1,4 mod 9, alors Im(6,) est form&e des 
homomorphismes de H(A, Q,) dont le noyau fixe I’extension cubique non 
ramtfiee de Q3(k1j2) = Q,. 
(3) Si n(3)=4 et k/81 E 1 mod 3, alors Im(S,) est formee des 
homomorphismes de H(A, Q,) dont le noyau fixe I’extension Q3(u) de 
Q3(k112) = Q, ou u verzfie u3 - 3’u2 + 4k = 0. 
(4) Si n(3) = 1 et k/3 E 2 mod 3, et si n(3) = 3 et k/27 z 5, 8 mod 9, 
alors Im(S,) est form&e des homomorphismes dont le noyau fixe l’extension 
Q3(k1”, (4k)‘13) de QP3(k’j2) = Q,(( -3)‘j2). 
(5) Dans tous les autres cas, i.e., si n(3) = 0 et k = 5, 7 mod 9, si 
n(3) = 3 et k/27 = 1, 7 mod 9, si n(3) = 4 et k/81 = 2 mod 3, ef si n(3)= 5, 
alors Im(6,) est H(1, Q3) tout entier. 
Demonstration. (1) rhulte trivialement du lemme 1.9. ( 1). 
(2) 1 + k’ = 1 - 27k est un carrtt dans Q3, et le point P de coordon- 
nCes (1, (1 +k’)“‘, 1) est un point de &,(‘lJ,) qui n’est pas dans A’,(Q,); 
ainsi (Lemme 1.9, (2)) sa classe engendre A’(a,)/n(A(o,)). Soit Q un point 
de A(&e,) tel que k(Q) = P, et soit (x, y, 1) les coordonn&es de Q; on a 
(Dtlinition 1.1) x + 4k/x2 = 1, i.e., x3 - x2 + 4k = 0. Le discriminant du 
polynbme X3 - X2 + 4k est premier g 3, done ‘E?,(x) est l’extension cubique 
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non ramifiee de Q3 = Q3(k1/*). Enfin x3 + k = x2 - 3k est un carre dans 
Q,(x), done le point Q est dttini sur Q3(x) et notre assertion resulte du 
lemme 1.4. 
(3) 1 + k’ = 1 - k/27 est un carre dans Q,, et le point P de coordon- 
nees (1, (1 + k’)l’*, 1) est un point de &(a,) qui n’est pas dans Ai( On 
conclut en raisonnant comme dans le (2) ci-dessus. 
(4) Si n(3) = 1 et k/3 = 2 mod 3, alors k’ = -27k est un carre dans 
Q3, et le point P coordonnees (0, (k’)“‘, 1) est un point de A’(Q3) qui 
n’est pas dans AA( Si n(3) = 3 et k/27 = 5, 8 mod 9, alors k’ = -k/27 est 
un carre dans Q3, et le point P de coordonnees (0, (k’)“*, 1) est un point 
de Ab(Q,) qui n’est pas dans A’,(Q,). Dans les deux cas, le lemme 1.9 mon- 
tre que la classe de P engendre A’(Q,)/1(A(Q,)). Soit Q le point de A(a3) 
de coordonnees (( -4k)‘13, ( -3k) I’* 1)’ on verifie a l’aide des formules de , 
la definition 1.1 que A(Q) = P, et on cohclut a l’aide du lemme 1.4. 
(5) Sin(3)=Oetk=5mod9,ousin(3)=4etk/81=2mod3,alors 
Q,(k”*) est l’extension non ramifite de degre 2 de Q,, done H(,I, Q,) est 
isomorphe a Z/32. Si n(3)=0 et k- 7 mod 9, alors Q3(k1’2)= Qp3, done 
H(I, Q,) est isomorphe a (Z/32)‘. Si n(3) = 3 et k/27 = 1, 7 mod 9, ou si 
n(3)= 5 et k/243 = 1 mod 3, alors Q,(k”‘)=Q,(3”*), done H(,I, Q,) est 
isomorphe a Z/32. Enlin, si n(3) = 5 et k/243 = 2 mod 3, alors Q3(k112) = 
Q,(( -3)“‘) done H(A, Q,) est isomorphe a (Z/32)*. Le morphisme 6, 
etant un isomorphisme sur son image, on conclut dans tous les cas grace 
au lemme 1.9. 
Le lemme 1.5 et les propositions 1.6, 1.7 et 1.10 donnent immediatement 
la proposition suivante: 
PROPOSITION 1.11. On pose K= Q(k”*) et K’ = Q((k’)“*). Un element cp 
de H(1, Q) appartient au groupe de Selmer S de l’isogenie 1” si et seulement 
si l’extension N de KfixPe par le noyau de cp vertyie les 4 conditions suivan- 
tes: 
(1) L’extension NJK est non ramtjiiee en dehors des places de K qui 
divisent les nombres premiers en lesquels A a mauvaise reduction. 
(2) Si p est un nombre premier en lequel A a mauvaise reduction, si 
p # 3 et si p est decompose dans K’, alors le complete de N au-dessus de p est 
inclus dans QJk”‘, (4k)‘13) ( avec la convention, si K = Q, que tous les nom- 
bres premiers sont decomposes dans K’). 
(3) Si p est un nombre premier en lequel A a mauvaise reduction, si 
p # 3, et sip n’est pas decompose dans K’, alors les places de K qui divisent p 
sont decomposees dans N/K (avec, si K’ = Q, la meme convention qu’en 2)). 
(4) (a) Si n(3) =0 et kr2, 8 mod 9, si n(3)= 1 et k/3 = 1 mod 3, si 
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n(3) = 2, et si n(3) = 3 et k/27 = 2, 4 mod 9, alors les places de K qui divisent 
3 sont non ramt@es dans N. 
(b) Si n(3) = 0 et k = 1,4 mod 9, alors les places de K qui divisent 3 
sont non ramtjZes dans N. 
(c) Si n(3) =4 et k/81 = 1 mod 3, alors le complete de N en une 
place qui divise 3 est contenu dans le corps Q,(u) oti u vertfie 
u3-32u2+4k=0. 
(d) Si n(3) = 1 et k/3 = 2 mod 3, et si n(3) = 3 et k/27 = 5, 8 mod 9, 
alors le complete de N en une place qui divise 3 est contenu dans le corps 
Q,( ( -3)“2, (4k)“3). 
On va, dans la tin de ce paragraphe, remarquer que certaines des con- 
ditions introduites dans la proposition 1.11 sont toujours vtrifiees; cela per- 
mettra dalleger son enonce. 
DEFINITION 1.12. On designe par 1, ,..., 1, les nombres premiers congrus 
a 1 modulo 3, en lesquels A a mauvaise reduction, et qui sont decomposes 
dans K (done aussi dans K’). 
On dtsigne par q1 ,..., qb (resp. r 1,..., rC) les nombres premiers congrus a 
-1 modulo 3, en lesquels A a mauvaise reduction, et qui sont decomposes 
dans K (done inertes dans K’ ) (resp. inertes dans K, done decomposes dans 
K’). On rappelle que si K = Q (resp. K’ = Q) on convient que tous les nom- 
bres premiers sont decomposes dans K (resp. K’), et aucun nombre premier 
n’est inerte dans K (resp. K’). 
Le lemme 0.2 donne immtdiatement le lemme suivant: 
LEMME 1.13. Ecrivons k = + n p nCp), le produit Ptant pris sur l’ensemble 
des nombres premiers. Les nombres premiers de la famille 1, ,..., 1, sont les 
p = 1 mod 3 tels que n(p) = 2,4 et k/pnCP’ est un carre modulo p. Les nom- 
bres premiers impairs de la famille q, ,..., q,, (resp. r, ,..., r,.) sont les p = 
-1mod3 telsquen(p)=2,4etk/p”‘P’ est un car& modulo p (resp. n’est pas 
un cart-6 modulo p); enfin, 2 appartient a la famille q1 ,..., qb (resp. rl ,..., r,.) si 
et seulement si n(2) = 0, 2 et k/2”C2’ = 1 mod 8 (resp. k/2”‘2J = 1 mod 4 et 
k/2”‘2’ f 1 mod 8). 
THI?OR&IE 1.14. On rappelle que K=Q(k’j2) et K’=Q((k’)‘12). Un 
element cp de H(A, Q) appartient au groupe de Selmer S de l’isogenie A si et 
seulement si l’extension N de K fix&e par le noyau de cp vtrifie les 4 con- 
ditions suivantes: 
(1) L’extension N/K est non ramijiee en dehors des places de K qui 
divisent 3, 1, ,..., I,, r, ,..., r‘.. 
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(2) Pour i = l,..., a le complt!td de N au-dessus de li est inch dans 
a,,((4k)“3). 
(3) Pour j= l,..., b les places de K qui divisent qi sont d&omposCes 
dans N/K. 
(4) (i) Si n(3) = 0 et k = 1,2,4, 8 mod 9, si n(3) = 1 et k/3 = 1 mod 3, 
si n(3) = 2 et k/9 - 2 mod 3, ou si n(3) = 3 et k/21 G 2,4 mod 9, alors les 
places de K qui divisent 3 sont non ramifiPes dans N. 
(ii) Si n(3) = 2 et k/9 = 1 mod 3, alors les places de K qui divisent 3 
sont dPcompo&es dans N. 
(iii) Enfin, si n(3) = 1 et k/3 = 2 mod 3, alors le compl&e de N au- 
dessus de 3 est inclus dans Q3(k1j2, (4k)‘13). Si n(3) = 3 et k/21 = 5, 8 mod 9, 
alors 32 ne divise pas le conducteur de N/K. Si n(3) = 4 et k/81 E 1 mod 3, le 
complPt& de N au-dessus de 3 est le corps Q,(u) oli u vhifie 
u3 - 32u2 + 4k = 0. 
D.Gmonstration. La demonstration reposera sur la proposition 1.11 et 
sur les deux lemmes suivants: 
LEMME 1.15. Soit L = Q(d”‘) une extension quadratique de Q, soit L’ le 
corps Q(( -d)“*) et soit M une extension cubique de L qui est galoisienne 
non abPlienne sur Q. Alors, le conducteur de l’extension M/L est un id&al 
principal engendrP par un entier natural f du type f = 3’p, . . ‘ps oti les pi sont 
des nombres premiers distincts dgfirents de 3 et d&composts dans L’, et oli 
t=o, 1,2. 
Dt!monstration. C’est un resultat classique sur les corps cubiques que 
l’on trouve, par exemple, dans [4] ou [S]. 
LEMME 1.16. Les notations sont celles du lemme prPcPdent. Si p est un 
nombre premier et si les places de L qui divisent p sont inertes dans M, alors 
p est dt+omposP dans L. 
DPmonstration. Supposons ce lemme faux, i.e., supposons qu’il existe un 
nombre premier p non decompose dans L et tel que la place de L qui divise 
p est inerte dans M. Notons respectivement MCp’ et LCp’ les completes de M 
et L au-dessus de p, et notons R le sous-corps non ramifie maximal de 
MCp’; l’extension R/Q, est cyclique, et, par hypothese, son degre est un 
multiple de 3. L’extension LCp’/Qe, est une extension quadratique, done la 
composee R ’ LCp) est une extension abtlienne de degre 6. Cela contredit le 
fait que M est non abelienne sur Q et prouve le lemme. 
Revenons a la demonstration du theorbme 1.14. 11 suflit de montrer que 
les conditions (l), (2), (3), (4) d e notre Cnonct, sont respectivement 
equivalentes aux conditions (1 ), (2) (3) et (4) de la proposition 1.11. 
La condition (1): La definition 1.12 et le lemme 0.2 montrent que, si p est 
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un nombre premier different de 3, I, ,..., I,, rl ,..., rC et si A a mauvaise reduc- 
tion en p, alors p nest pas decompose dans K’. L’equivalence du (1) de 
notre theoreme avec le (1) de la proposition 1.11 resulte done du 
lemme 1.15. 
La condition (2): Les ri pour i= I,..., b sont inertes dans K, done le com- 
plete Q,,(kli2) de K en la place qui divise ri est I’extension non ramifite de 
degre 2 de Q,. On veritie saris ma1 que Q,,(k1j2, (4k)‘j3) est l’unique exten- 
sion cubique de Q,,(k”‘) qui est galoisienne non abelienne sur 0,; en con- 
sequence, le complete de N en une place divisant ri est inclus dans 
Q,(k”*, (4k)‘13). La definition 1.12 et le lemme 0.2 montrent que I,,..., I,, 
y1 ,..., rb sont les seuls nombres premiers, differents de 3, decomposes dans 
K’, et en lesquels A a mauvaise reduction. L’equivalence du (2) de notre 
thtorbme avec le (2) de la proposition 1.11 en resulte. 
La condition (3): Soit p un nombre premier different de 3 qui n’est pas 
decompose dans K’. Les lemmes 1.15 et 1.16 montrent que les places de K 
qui divisent p sont decompodes dans N si p n’est pas decompose dans K. 
La definition 1.12 et le lemme 0.2 montrent que q, ,..., qh sont les seuls nom- 
bres premiers differents de 3, decomposes dans K et non decomposes dans 
K’, en lesquels A a mauvaise reduction. L’equivalence du (3) de notre 
theoreme avec le (3) de la proposition 1.11 en resulte. 
La condition(4): Si n(3)=0 et k=2,8mod9, si n(3)=2 et k/9= 
2 mod 3, et si n(3) est impair, alors 3 n’est pas decompose dans K, done 
(Lemme 1.16) la place de K qui divise 3 est decomposee dans N des qu’elle 
est non ramifiee dans N. L’equivalence du (4) de notre theoreme avec le (4) 
de la proposition 1.11 en resulte dans les cas consider& en (i) et (ii). Si 4k 
nest pas un cube dans Q3, le corps Q,(( -3)lj2, (4k)“3) est l’unique exten- 
sion cubique de a,(( -3)“‘) qui est galoisienne non abelienne sur Qe3 et 
dont le conducteur ne divise pas 32. L’equivalence du (4) de notre theoreme 
et du (4) de la proposition 1.11 en resulte dans le case n(3) = 3 et k/27 = 
5, 8 mod 9. Dans tous les autres cas, les assertions du (4) de notre theoreme 
et celles du (4) de la proposition 1.11 sont les memes; notre demonstration 
est done achevee. 
Bien que les deux derniers paragraphes de ce travail soient consacres a 
expliciter des applications de ce thtoreme 1.14, illustrons-le tout de suite 
sur l’exemple numerique particulibement simple k = 4, on a K= Cl, la 
famille des li et celle des rj sont vides, n(3) = 0 et k = 4 mod 9, done (1) et 
(4) montrent que l’existence d’un element non trivial de S impliquerait 
l’existence dune extension cubique cyclique de Q partout non ramifite; on 
a done S= (0). 
Dans le paragraphe suivant, nous aurons besoin B la fois du groupe de 
Selmer S de l’isogtnie 2, et du groupe de Selmer S’ de l’isogenie duale de A, 
que nous noterons A’. Si dans l’etude prectdente, on change k en k’, on 
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veritie saris ma1 que A, A’ et 1 sont respectivement changes en A’, A et 1’; 
ainsi le theorbme 1.14 permet de calculer le groupe de Selmer s’ de I’. 
Cependant, il est souvent utile de calculer S’ directement a partir de S en 
utilisant une formule gtnerale liant les cardinaux de ces deux groupes, for- 
mule Ctablie par Cassels dans [3]. Rappelons que, compte tenu du 
lemme 0.1 de ce travail et des rtsultats du $5 de [ 111, cette formule peut 
s’tcrire sous la forme suivante: 
oti cr=Jacw,w (resp. cr’=JA.(IWj o’) est l’integrale sur le lieu reel A(R) (resp. 
A’( Iw)) de A (resp. A’) de la I-forme canonique w = dx/2y (resp. 
o’ = dx/2y), oh c,, (resp. CL) est le nombre de composantes connexes de la 
fibre speciale du modele de N&on de A (resp. A’) en p, oti A,(Q) (resp. 
A;,(Q)) est le groupe des points du noyau de I (resp. ,I’) qui sont detinis 
sur Q, et ou I XI designe ie cardinal de l’ensemble tini X. 
Les lemmes 0.4 et 0.5 appliques avec m = k et m = k’ donnent 
immediatement les puissances de 3 qui divise les cP et les CA. D’autre part 
1 A,(Q) 1 = 3 ou 1 suivant que k est ou nest pas le cart-e dun entier ration- 
nel; I A;,(Q) I = 3 ou 1 suivant que -3k est ou n’est pas le carre d’un entier 
rationnel. Enfin, les formules explicites de ,? (definition 1.1) permettent de 
verifier les deux resultats suivants: l’image rtciproque de o’ par 1 est 3w ou 
III suivant que 27 divise ou ne divise pas k; si y est un chemin fermi: de 
A(R) dont la classe d’homotopie engendre le groupe d’homotopie de A(R) 
(qui est connexe), alors la classe d’homotopie du chemin ,I* y de A’(R) 
engendre le groupe d’homotopie de A’(R) si k < 0, et engendre le sous- 
groupe d’indice 3 de ce groupe d’homotopie si k > 0. Ainsi alla est tgal a 
l/3 si k >O et 27]k, a 3 si k < 0 et 27 /k et a 1 sinon. En rassemblant ces 
calculs, on obtient: 
PROPOSITION 1.17 (Cassels). Les groupes de Selmer S et S’ sont des 
espaces vectoriels sur le corps ci 3 Clt!ments dont les dimensions d(S) et d(S) 
sont likes par la relation 
4s’) -d(S) = b -c + E(k) + y,(k) + yj(k) 
oli b et c sont d&finis dans la dtfinition 1.12, et oti E(k), y,(k), et y3(k) sont 
d@nis comme suit: 
E(k)= -1 si k est un carrt! 
= 1 si -3k est un carrP 
=o sinon 
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Y,(k) = 1 sik>Oet27/k 
= -1 sik<Oet271k 
=o sinon 
.dk) = 1 si9(ketk/9-1 mod3,si271ket 
k/27r2,4mod9,ousi81(ketk/81=1mod3 
= -1 sikr5,6,7mod9,ousi2431ket 
k/243 F - 1 mod 3 
=o sinon. 
Revenons a l’exemple numerique k= 4 traite aprb la demonstration du 
theorbme 1.14; on a b = 1, c = 0, E(k) = -1, y,(k) = 1 et y,(k) = 0. On a vu 
que S= (O}, done d(S) =O, et done d(S)= 1, i.e., S’=H/3Z. On peut de 
plus remarquer que l’image, dans la suite exacte de descente, du point 
(0,2, 1) d’ordre 3 de la courbe A est un gkkrateur de S’, done que cette 
courbe A ne posdde pas de points rationnels d’ordre iniini. 
LE CAS DE SELMER 
Le cas Ctudie par Selmer dans [9] est celui de la courbe d’equation pro- 
jective X3 + Y3 = DZ3, ou D est un entier positif sans cubes. Mise sous 
forme WeierstraD, cette courbe est la courbe d’kquation projective Y’Z= 
X3 - 2433D2Z3, courbe que nous prenons comme courbe A de notre tttude 
generale. Nous avons done k = -2433D2, k’= (4D)* et l’isogenie 1 envoie 
la courbe A sur la courbe A’ d’equation projective Y*Z = X3 + (4D)*Z3. Le 
lemme 1.13 donne immediatement : 
LEMME 2.1. L’ensemble I, ,..., I, est l’ensemble des nombres premiers con- 
grus ci 1 modulo 3 qui divisent D; l’ensemble q,,..., qb est vide; [‘ensemble 
r1 ,..., r, est l’ensemble des nombres premiers congrus ti -1 modulo 3 qui 
divisen t D. 
Ce lemme conduit A poser la dkfinition suivante: 
DEFINITION 2.2. On d&hit s E (0, 1, 2}, ui E { 1, 2) pour i= l,..., a, et 
u/ E ( 1, 2) pour j= l,..., c par I’tgaliti: 
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Enfin, puisque K= C!J(( -k)“‘= Q(( -3)‘/*) un element cp #O de H(i, Q) 
est un homomorphisme de Gal(Q/&P(( -3)“‘)) dont le noyau tixe la cloture 
galoisienne dun corps cubique pur (i.e., du type ~J(wz’/~) pour un entier 
nature1 m). Le thtoreme 1.14 se reformule done de la man&e suivante: 
PROPOSITION 2.3. Un element cp #O de H(A, CI) appartient au groupe de 
Selmer de ;1 si et seulement si le corps N fix6 par son noyau vertfie les con- 
ditions suivantes: 
(1) N est la cloture galoisienne d’un corps cubique du type 
CI((3’ np= 1 l;‘~ JJ;= 1 rp)‘j3) pour un a + c + 1-uples (z, x1 ,..., x,, yI ,..., y,,) E 
(z/32)“+“+? 
(2) Le complete N,, de N au-dessus de 1, est inclus dans Q,,((4k)“3). 
(3) (i) Si s=O et Dr f 1 mod 9, alors N/CJ(( -3)“*) est non ramijie 
au-dessus de 3. 
(ii) Si s = 0 et D = k 2, f 4 mod 9, alors 3* ne divise pas le con- 
ducteur de N/CI(( -3)“*). 
(iii) Si s = 2, le complete de N au-dessus de 3 est inclus dans 
Q,(( -3)1’2, D”3). 
PROPOSITION 2.4. Pour chaque i = l,..., a, designons par ai l’un des deux 
homomorphismes non triviaux du groupe multiplicatif (ZjliZ)* sur le groupe 
additif 2/3;2. Les deux assertions suivantes sont Pquivalentes: 
(1) La cloture galoisienne N du corps Q( (3’ ny= , 17 I-I;= I r?)“‘) 
vertfie la condition (2) de la proposition 2.3. 
(2) Pour chaque i= I,..., a, le a + c + 1-uples (z, x, ,..., x,, y, ,..., y,.) E 
(Z/3Z)“+‘+’ verifie 




(on rappelle que 17 est la plus grande puissance de 1, qui divise D). 
Demonstration. Fixons un i. Supposons tout d’abord que xi = 0; alors 
N,/Q,, est non ramitiee, et Q,~(D1’3)/Qr, est ramifrte, done la condition 2) de 
la proposition 2.3 est equivalente a N,, = Q,i; mais N, = Q,, est equivalent a 
3’ I-p k= I lp n;= 1 rp est un cube dans Q,,, ce qui est equivalent a 
ai( 3’ n; = 1 1;” I$= 1 rp) = 0 qui est l’equation du (2) de notre proposition. 
Supposons maintenant que xi # 0; alors les deux extensions N,/Q, et 
QJ,,(D”‘)/CII,, sont ramitiees, done la condition (2) de la proposition 2.3 est 
641/23/3-3 
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equivalente a N,, = Q&D”“). Si xi = u,, ceci est equivalent a 
3’ n;=, 1;” n;_, rp/D est un cube dans Q,,, ce qui est equivalent a 
a, 
i 
3” fi l;k fi yp =a,(D//j’l) 
k=l /=I ) 
kfi 
qui est Equation du (2) de note proposition (puisque uixi = 1 dans ce cas). 
Si xi = 2ui, c’est equivalent a 3’ n;= i 1;” n;=, r-p/D” est un cube dans Q,, 
ce qui est equivalent a 
LX, 
i 
3’ fi I;” fi r.7 =2cri(D/l~) 
k-l /=l 
k#i 
qui est l’equation du (2) de notre proposition (puisque uixi = 2 dans ce 
cas) et acheve la demonstration. 
PROPOSITION 2.5. DPsignons par LX I’un des deux homomorphismes non 
trivjaux du groupe multiplicat~~ (~/9~~* SW Ie groupe additz~~~3~. Les deux 
assertions suivantes sent tquivalentes: 
(I) La cl&we galoisienne N du corps Q( (3’ n;= I f? n;= I rp)‘13) 
virtue la condition 3 de ia proposition 2.3. 
(2) On a 
0) z=Oet i or(l,)x,+ i sl(r,));i=O~is=Oet I)= klmod9. 
i=l j= 1 
(ii) z=o si s=O et DE +2, +4mod9. 
(iii) a(D/3’)z+ i a(Ei)xi + i ol(rj) yj =0 si s= 2. 
r=l /=I 
Dt!monstration. L’equivalence de (3) (i) (resp. (3) (ii)) de la 
proposition 2.3, et de (2) (i) (resp. (2) (ii)) de notre proposition, resulte du 
calcul classique du conducteur dune extension Kummerienne de degre 
premier ([5, $39, Satz 118, 1191, ou [lo, exercices du Chapitre IV, 521). 
L’equivalence de (3) (iii) de la proposition 2.3, et de (2) (iii) de notre 
proposition, s’obtient par un raisonnement analogue B celui employe dans 
la demonstration de la proposition precedente, en regardant successivement 
les cas z = 0, 1 et 2. 
Les propositions 2.3, 2.4 et 2.5 se resument dans le theoreme suivant: 
T&O&ME 2.6. Soit D = 3” ns=, lyi nT= r’+ ies Ii (resp. rj) &ant con- 
grus Li 1 (resp. -1)mod 3. Sozt c1 (ie&. cli pour i= l,..., a) un 
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homomorphisme non trivial de (Z/9Z)* (resp. (Z/liZ)* SW Z/3Z. Le groupe 
de Selmer S de A s’identifie au sous-groupe de H(I, Q) form& des 
homomorphismes dont le noyau fixe la cl&we galoisienne des corps 
Q((3’nq=, 1;1n,C=, rjY,)1’3), oti (z, x1 ,..., x,, y1 ,..., Y,)E(Z/~Z)“+~+’ verifie 
les conditions lintaires suivantes: 
(1) ai(3)Z+ i ai xk - u,a,(D/lF)x, + i ai yj = 0 
k=l .I= 1 
k#i 
pour chaque i= l,..., a. 
(2) (i)z=Oet i a(l,)x,+ i a(r,)y.i=Osis=Oet D- +lmod9. 
i=l j=l 
(ii) z=o sis=O et D- k2, f4mod9. 
(iii) a(D/32)z + f a(li)xj + i a(r,) yj =0 si s= 2. 
i=l j= I 
En particulier la dimension d(S) de S regarde comme espace vectoriel sur 
le corps a 3 elements est a i- c + 1 - r si r est le rang de la matrice du systeme 
lintaire dejki par les conditions (1) et (2) ci-dessus (et done d(S) > c). 
Remarque 2.7. Les (a + c + 1) uples (s, U, ,..., u,, v1 ,..., v,.) et 
(2s, 22.4, ..., 2u,, 20, ,..., 20,) verifient les conditions (1) et (2) du 
theoreme 2.6; ils correspondent aux deux elements de S associes aux deux 
homomorphismes de H(I, Q) dont le noyau tixe la cloture galoisienne de 
C!J(D”~). On verifie sans ma1 que ces elements de S sont les images des 
points d’ordre 3 de A’(Q) de coordonnees (0, &- 20, 1) par le morphisme 
de A’(Q) vers S de la suite de descente (si D = 1, alors s = 0, a = 0 et c = 0, 
done (s, u, ,..., u,, v1 ,..., v,) est 0 et correspond a l’tlement neutre de S; ceci 
est bien coherent avec le fait que, dans ce cas, le point (0, 2, 1) de A’(Q) est 
l’image par i du point (223, 2232, 1) de A(Q)). 
La proposition 1.17 prend, dans le cas particulier qui nous interesse ici, 
la forme suivante: 
PROPOSITION 2.8. Soit S’ le groupe de Selmer de l’isogtnie A’ duale de A; 
les dimensions d(S) et d(S) de S et S’ regard&s comme espace vectoriel SW le 
corps a 3 elements, sont likes par la relation suivante: 
d(S’)-d(S)= -c++(D) 
otiy(D)=l sis=OetD= +lmod9,y(D)= -1 sis=l,ety(D)=Odans 
tous les autres cas. 
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Le thtoreme 2.6 et la proposition 2.8 permettent de calculer les groupes S 
et S’. Explicitons ce calcul sow l’hypothbse suivante, notee H, qui le rend 
particulikement simple: 
(H) Pour tout i = l,..., a, les I, pour k = l,..., i- 1, i + l,..., a et les r, 
pour j = l,..., c sont des cubes modulo I,. 
Sous cette hypothbe, on a ai = ai = 0 pour tout k = I,..., i- 1, 
i + l,..., a et j = l,..., c, et done cci(D/~)=scrj(3). Le thtoreme 2.6 et la 
proposition 2.8 donnent facilement le resultat suivant: 
THBOR~ME 2.9. On suppose (H); alors 
(1) Sis=O et D= +l mod9, on a Sg(Z/32)“+” et S’~(.Z/32)“+’ 
si Ii = 1 mod 9 et r, z -1 mod 9 pour tout i = l,..., a et j = l,..., c, et on 
sz (7/3Z)a+“P’ et S’ Z (Z/32)” sinon. 
(2) Si s=O et D & & 1 mod 9, on a SZ (Z/32)“+” et S’ E (Z/3L)“. 
(3) Si s= 1 et si 6= # (i= 1 ,..., a/3 n’est pas un cube mod Ii}, on a 
SE((2/3Z)“+c+‘p” et S’r(7/32)“~~“. 
(4) Si s=2 et si 6 est I’entier d&i en (3), on a Sr(Z/32)“+‘+‘~ a 
et S’z((E/3Z)“+‘P* si li E 1 mod 9 pour tous les i = I,..., a tels que 3 est un 
cube mod 1, et rI = -1 mod 9 pour tout j= l,..., c, et on a SE (Z/3Z)uf’Pd 
et S’ E (.Z/3Z)“P a sinon. 
Rappelons que Cassels [2] fait un calcul analogue au notre, mais sur le 
corps Q(( -3)“*). Sur l’exemple D = 5610 que Cassels traite explicitement, 
illustrons le parallelisme des deux point de vue. On a 5610 = 2.3 .5 . 11 . 17, 
donca=O,b=O,c=4etdoncS-(2/32)5etS’-{O).Lescorpscubiques 
associes aux elements de S sont les Q(m’j3) oti m divise D; dans [7,94], on 
a vu qu’un element de S correspondant au corps Q(mli3) est l’image d’un 
point rationnel de A’(Q) dans la suite exacte de descente si et seulement si 
la courbe GF$,, d’equation projective W3 = D2mU3 - D2m2V3 possede un 
point rationnel; en tcrivant cette equation sous la forme 
m -‘(Dm V)3 + m( - DU)3 + D W3 = 0, on reconnait le resultat du calcul de 
[2, (Appendice B)]. Cassels termine son appendice en montrant qu’il n’y a 
qu’une seule valeur de m pour laquelle la courbe 5& a un point rationnel. 
Cette valeur est, bien entendu, m = D et notre remarque 2.7 montre que le 
point de ,4’(Q) correspondant est un point d’ordre 3. Ainsi on a montre 
que le rang sur Q de la courbe Y*Z= X3 + 5610Z3 est 0 et que, si P 
dtsigne le groupe de Shafarevich-Tate sur Q de cette courbe, et si PA 
(resp. II,) designe les points de 1 t&s par 2 (resp. ;1’), alors 
I, 2: (H/3Z)4 et I,, = (0). 
11 est clair que l’on peut trouver des familles 1, ,..., I,, r, ,..., r,.veriliant (H) 
avec a et c arbitrairement grand et 6 (delini dans le (3) du theorbme 2.9) 
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Cgal a un entier quelconque lixe plus petit ou Cgal a a; ainsi on peut trouver 
des courbes A avec S et S’ arbitrairement grand, ou bien avec S 
arbitrairement grand et S’= (0). Par contre, la proposition 2.8 montre 
qu’il est impossible d’avoir S’ grand avec S = {O}. 
D’autre part, le theoreme 2.9 montre que Sz Zj3Z et S’ = { 0} dans les 
cas suivants: 
D = r’ ou r est premier, r = 2, 5 mod 9 et v = 1, 2. 
D = r’;lr!j* ou, pour j = 1, 2, rj est premier, r, = -1 mod 3, vJ = 1, 2, et oii 
D = f 1 mod 9 et l’un au moins des r, n’est pas congru a - 1 mod 9. 
D = 31y1 . . . k, 3261.. . pi-” ou, pour i = l,..., a, les 1, sont premiers, con- 
grus a 1 mod 3, tels que 3 n’est pas un cube mod 1; et que 1, est un cube 
mod li pour tout j # i, et ou r est premier, r E 2, 5 mod 9, et v = 1, 2. 
Dans ces cas, la remarque 2.7 montre que le rang sur Q de la courbe A 
(et dance aussi A’) est nul. Cela gentralise les theoremes classiques de 
Ptpin, Sylvester et Selmer sur les courbes X3 + Y3 = DZ3 dont le rang sur 
Q est nul; ces resultats classiques ne concernent (a ma connaissance) que 
des D ayant au plus 2 diviseurs premiers distincts de 3 (Selmer [9, 
Chap. IX, theoremes VIII et XI]); le dernier cas envisage ici, permet 
clairement de construire des D divisibles par un nombre arbitrairement 
grand de nombres premiers et tels que le rang sur Q de la courbe 
X3 + Y3 = DZ3 est 0. 
Enfin, le cas D = 3r ou r est un nombre premier congru a -1 modulo 3 
illustre un phenomene interessant. Le theoreme 2.9 donne Sz (Z/32)” et 
S’ = { 01. Une forme faible des conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer 
([ 11, par exemple) predit, dans ce cas, l’existence de points de A’(Q) d’or- 
dre infini. Le thtoreme 2.6 montre que S s’identifie au sous-groupe de 
H(& Q) forme des homomorphismes dont le noyau fixe la cloture 
galoisienne d’un des 4 corps Q((3r)“3, CP(3”3), Q((9r)1’3) ou Q(r’13). La 
remarque 2.7 montre que A’(Q) contient un point d’ordre inlini si et 
seulement si l’un des elements de S correspondant a l’un des corps Q(3’13), 
Q((9r)‘13) ou Q(r’j3) est dans l’image de ,4’(Q) dans la suite de descente (et 
dans ce cas S tout entier est l’image de A’(Q)). Mais, en utilisant les 
resultats de [7, $41, on voit que elements de S correspondant a Q(3’j3) 
sont dans l’image de A’(Q) si et seulement si il existe un entier c1 de O(3’j3) 
dont l’indice (i.e. l’indice du rbeau Z @ Zol@ La2 dans l’anneau des entiers 
de Q(3’j3) est le produit de r par un cube. De meme, les elements de S 
correspondant a Q((9r)‘13) sont dans l’image de A’(Q) si et seulement si il 
existe un entier CI de Q((9r)“3) dont l’indice est un cube. Nous ne develop- 
perons pas ce point de vue ici, nous nous contentons de l’illustrer numtri- 
quement sur les cinq premieres valuers de r, i.e., r = 2, 5, 11, 17, 23. On 
verilie “a la main” que les entiers -3 ‘I3 - 3’i3, 2. 3’13 + 32f3, 2. 3113 - 32/3, 
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-4. 31/3- 3.3213 et -3'13 +2.32/3 ont respectivement pour indice 
2, 5, 11, 17 et 23, ce qui prouve que le rang sur Q des courbes Y’Z = 
X3 + 6Z3, Y2Z = X3 + 15Z3, Y2Z = X3 + 33Z3, Y2Z = X3 + 51Z3 et Y2Z = 
X3 + 69Z3 est Cgal a 1. 
Bien entendu, le mCme phenomene apparait dans tous les cas ou 
SE (Z/3iz)’ et s’ = {0}, et aussi dans tous les cas oti Sz 2132 et S’ E 2132 
(le corps cubique pur etant alors remplace par un corps cubique abelien): 
par exemple, le cas D = 1 avec I premier, I = 4, 7 mod 9, amene a conjecturer 
l’existence, dans le corps cubique abelien de conducteur I, dun entier c( 
dont l’indice est un cube. 
3. GBNBRALISATION D'UN THI?OR&ME DE MORDELI 
On s’inttresse essentiellement dans ce paragraphe aux courbes A pour 
lesquelles les familles de nombres premiers I, ,..., I,, q1 ,..., qb, et rl ,..., Y, 
(definition 1.12) sont vides, c’est-a-dire au cas a = b = c = 0. Le lemme 1.13 
donne immtdiatement: 
LEMME 3.1. Ecrivons k = ) n pnCp’, le produit etant pris sur I’ensemble 
des nombres premiers. On est dans le cas a = b = c = 0 si et seulement si les 2 
conditions suivantes sont vhifiites: 
(i) Si p # 2, 3 est un nombre premier tel que n(p) = 2,4, alors p = 
1 mod 3 et k/p”‘P’ n’est pas un carrP modulo p. 
(ii) Si n(2) = 0, 2, alors k/2”“’ est congru Li 3 module 8. 
Le theoreme 1.14 donne alors: 
PROPOSITION 3.2. On dhigne par r(k) le 3-rang du groupe des classes de 
Q(k”2), et on rappelle que d(S) dhigne la dimension du groupe de Selmer S 
considh! comme espace vectoriel sur le corps ci 3 PlPments. On suppose les 
conditions (i) et (ii) du lemme 3.1 vPrzjii6es; alors: 
(1) Sin(3)=0et k= 1,2,4, 8mod9, ousin(3)= 1 et k/3= 1 mod3, 
ou si n(3) = 2 et k/9 = 2 mod 9, ou enfin si n(3) = 3 et k/27 = 2,4 mod 9, on 
a d(S) = r(k). 
(2) Si n(3) = 2 et k/9 E 1 mod 3, on a d(S) < r(k). 
Cette proposition joint a la proposition 1.17 donne: 
PROPOSITION 3.3. On suppose les conditions (i) et (ii) du lemme 3.1 
vPr~jL?es, alors: 
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(1) Sous Zes conditions (1) de la proposition 3.2, on a d(S’) = r(k) + 1 
si k > 0, et d(S’) = r(k) si k < 0. 
(2) Sous les conditions (2) de la proposition 3.2, on a d(S’) < r(k) + 2 
si k > 0, et d(S’) < r(k) + 1 si k < 0. 
Les proposition 3.2 et 3.3 impliquent en particulier le thtoreme suivant: 
TH$OR$ME 3.4. Si k = - n p n(p) le rang sur Q de la courbe elliptique 
dPquation projective Y2Z = X3 + kZ’ est &gal ci 0 dt?s que les 4 conditions 
suivantes sont veri@es: 
(1) n(3)=0 et k-1,2,4,8mod9, ou n(3)=1 et k/3=1mod3, ou 
n(3)=2 et k/9r2mod9, oun(3)=3 et k/27=2,4mod9. 
(2) Pour tout premier p # 2, 3 tel que n(p), on a p = 1 mod 3 et k/pnCp’ 
n’est pas un car& mod p. 
(3) Si n(2) = 0,2, alors k/2”‘2’ est congru Li 3 modulo 4. 
(4) 3 ne divise pas le nombre de classes de Q(k’j2). 
La liste des k compris entre -100 et - 1 qui veritient les conditions du 
theorbme 3.4 et la suivante: k= -1, -5, -6, -8, -10, -14, -16, -17, 
-24, -32, -33, -34, -37, -41, -42, -46, -52, -62, -68, -69, 
-70, -73, -77, -78, -80, -82, -86, -88, -96, -97. Le thtoreme 3.4 
ameliore sensiblement les resultats de Mordell ([6, chap. 26, theoremes 6, 
8, 91) concernant les courbes d’tquations projectives Y2Z = X3 + kZ3 avec 
k ~0 dont le rang sur Q est 0. D’une part, la famille des k couverte par 
notre thtoreme est plus large que celle couverte par les resultats de Mor- 
dell, et d’autre part, il montre que la condition relative a l’unite fondamen- 
tale du corps Q(( -k)“‘) qui intervient dans le resultat de Mordell est 
inutile. 
En appliquant le thtoreme 3.4 a la courbe d’equation projective Y’Z = 
X3 - 27mZ3 ou m est un entier positif, et en se rappelant que le rang de 
cette courbe sur Q est Cgal au rang de la courbe d’equation projective 
Y2Z = X3 + mZ3 (puisque ces deux courbes sont isogenes sur Q ), on 
obtient: 
THBORGME 3.5. Si m=np ‘(p’ le rang sur Q de la courbe elliptique 
d’bquation projective Y2Z = X3 + iZ3 est &gal ci 0 dh que les 4 conditions 
suivantes sont vk!r+es: 
(1) mr5,7mod9. 
(2) Pour tout premier p # 2,3 tel que n(p) = 2,4, on a p = 1 mod 3 et 
m/pnCp’ n’est pas un carr& module p. 
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(3) Si n(2) = 0,2, alors m/2”‘2’ est congru ir 3 modulo 4. 
(4) 3 ne divise pas le nombre de classes de K= Q(( -3m)‘12). 
La liste des m compris entre 1 et 100 qui verifient les conditions du 
theoreme 3.6 est la suivante: m = 7, 14, 16, 23, 32, 34, 59, 70, 86, 88, 95. Ce 
theortme ameliore le resultat de Mordell ([3, chap. 26, theoreme 73) con- 
cernant les courbes d’tquation projective Y2Z = X3 + mZ3 avec m > 0 dont 
le rang sur Q est 0, de la meme maniere que le theoreme 3.4, ameliorait les 
thtoremes 6, 8, 9 du chapitre 26 de [6]. 
On peut, comme a la fin du paragraphe precedent, exhiber des familles 
de k pour lesquels on a soit S = [O} et S’ g Z/32, soit S r Z/32 et S’ = (0). 
C’est par exemple le cas lorsque k > 0 et les 4 conditions du theoreme 3.4 
sont verifiees, ou lorsque k < 0 et les 4 conditions du thtoreme 3.5 sont 
verifiees. En s’appuyant sur les rtsultats de [7], on peut traduire en termes 
arithmetiques les consequences prevues, dans ces cas, par les conjectures de 
Birch et Swinnerton-Dyer. Sans developper ce point de vue, illustrons le 
par un exemple: soit k > 0 saris carre, verifiant k = 1, 2,4, 8 mod 9 et k = 
2, 3, 6 mod 8; si 3 ne divise pas le nombre de classes de Q(k”‘) mais divise 
le nombre de classes de Q( ( -3k)‘j2) alors il existe un et un seul corps cubi- 
que (a conjugation pres) de discriminant -4 x 3k et le resultat prevu par 
les conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer equivaut a l’existence d’un 
entier dans ce corps cubique dont l’indice est un cube. Le plus petit entier 
qui verifie ces conditions est k = 58; le polynome X3-X2-2X+ 6 a pour 
discriminant -4.3.58 = - 696, done, si x est l’une de ses racines, le corps 
Q(x) est le corps cubique (a conjugation pres) de discriminant -696 et 
l’indice de l’entier x est 1 qui est un cube; cela prouve que le rang sur Q de 
la courbe Y22 = X3 + 58Z3 est 1. 
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